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测度空间 (X,S, µ)上复值可测函数 f 都是可积的当且仅当 µ有限且 X 有个简单分解 H使诸
E ∈ S 对应某 A ⊆ H使得 µ∗(E∆ ⊎A) = 0.

必要性的证明. 1. 显然, µ(X) < +∞,否则 f(x) ≡ 1不可积.

2. 断言 m := inf{µ(A) : A ∈ S, µ(A) > 0} > 0. 否则存在列 (An)n∈Z+
,使 0 < µ(An) ≤ 1

n2 . 则∑
n∈Z+

µ(An) < +∞,由 Borel-Cantelli引理,

µ

(
lim sup
n→+∞

An

)
= 0.

设 Z = lim sup
n→+∞

An, Bn = An\Z . 命

f(x) =
∑
n∈Z+

1

µ(Bn)
1Bn

(x).

注意 µ(Bn) = µ(An) > 0保证了上式分母非零, lim supn Bn = ∅保证了 f(x) < +∞. 此时∫
X

f(x)µ(dx) =
∑
n∈Z+

1 = +∞,

f 不可积,矛盾!

3. 用反证法,假设对 X 的任何简单可测分解,都有个 E ∈ S ,使对任何 A ⊆ H,

µ∗

(
E∆

⊎
A∈A

A

)
> 0.

4. 任取个 X 的简单可测分解 H1 = {A1, · · · , An1
}. 无妨诸 µ(Ak) > 0,否则将那些 µ-零集 Ak 并

入某个非零集即可. 由 3,存在 E ∈ S ,使得对任何 A ⊆ H1,

µ∗

(
E∆

⊎
A∈A

A

)
> 0.

5. 命 H′
1 = {Ak\E,Ak ∩ E : 1 ≤ k ≤ n1}. 将 H′

1 中的 µ-零集都并入某个非零测集, 得 H2.
断言 |H2| > |H1|. 否则对任何 1 ≤ k ≤ n1, 要么 µ(Ak\E) = 0, 要么 µ(Ak ∩ E) = 0. 命
A = {Ak ∈ H1 : µ(Ak\E) = 0},则 µ∗ (E∆(⊎A)) = 0.

6. 这样下去,可以得到一列 (Hn)n∈Z+
, (|Hn|)n∈Z+

严格单调增加.

µ(X) ≥
∑

H∈Hn

µ(H) ≥ m|Hn| → +∞, n → +∞.

这与 1矛盾.


